一种“以退为进”的证明方法——反证法

南通市第二中学  徐伶伶

在初中数学中提出了反证法的概念。反证法是在数学证明中有异于我们常用的问题证明方法（俗称直接证明法）的另一种会用到的证明方法。我们知道,在相同的条件下,对于同一个思维对象做出的两个互相矛盾的判断,不能同假,必有一真。应用于证明数学命题,这就是反证法的证题思想。

知识点回顾：反证法的证题步骤概括为三步（1）反设：假设结论的反面成立；（2）归谬：从反设和题设条件出发，推出与公理、定理或题设相矛盾的结果（或自相矛盾的结果）；（3）存真：由所得矛盾肯定原命题成立。
反证法的实质是证明命题的逆否命题成立，“以退为进”。如用反证法证明命题A时，先“退一步海阔天空”，假设命题A不成立，即命题A的反面成立，然后“步步为营，层层逼近”，利用反设结论或已知条件等一些已经成立的结论，经过一系列正确,严密的逻辑推理,最后导出矛盾,追究产生这矛盾的原因,只能是“命题A不成立”这个假设。由此可知这个假设是错误的,从而证明了命题A成立。
相对于命题的直接证法而言,反证法其实是一种重要的间接证法。一般地说,如果命题的结论难以直接证明,而其反面却易于否定时,那么反证法的使用就会使得问题迎刃而解。一般来说下面几种类型的数学问题比较适合于使用反证法。

一、否定式命题
例1：已知函数
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证明：假设存在
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解得：
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所以原命题成立。
例2：求证：圆的两条不是直径的相交弦不能互相平分
证明：假设圆的两条不是直径的相交弦可以互相平分。
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如图：⊙O中，弦AB与弦CD相交与点P，且AP＝BP，CP＝DP，

连结OP，

∵AP＝BP，

∴OP⊥AB（平分弦的直径垂直于弦）

同理：∵CP＝DP，

∴OP⊥CD，

这样，过点P就有AB与CD两条不同的直线与OP垂直，

这与“过一点有且只有一条直线与已知直线垂直”的定理相矛盾，

所以，原命题成立。
点评：这类命题通常在结论中出现“没有”、“无”、“不可能”等一些否定的词语，假设其反面就是“存在一个”或“可能”。
二、存在性命题
例3：过点ｏ作七条直线，求证：以ｏ为顶点的角中必有一个角小于26°。
分析：我们不难发现在以ｏ为顶点的所有角中，相邻两条直线所组成的夹角共有14个，且这14个角是把所有角按从小到大排列时排在最前面的14个角，因此我们只需要考虑这14个角中必有一个角小于26°。而这14个角刚好组成一个周角。假设这14个角都不小于26°，则有14×26°>360°，与周角的性质矛盾。所以原命题成立。
点评：这类命题与否定式命题相反，在结论中通常会出现“存在”之类的词语，那假设其反面就是“没有一个”。

三、含有”至多“、”至少“的命题
例4：任给三个实数
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，下列三个不等式中至多有两个不等式同时成立：
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证明：假设这三个不等式同时成立，由实数的性质不妨设实数
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在数轴上对应的三点如下图A,B,C所示：    
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根据题意
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，产生矛盾。所以原命题成立。
例5：已知
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中至少有一个不小于
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证明：假设
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(5)与(7)矛盾。
所以原命题成立。
点评：一般而言对于这类命题，“至多存在n个”的假设其反面为“至少存在(n+1)个”，“至少存在n个”的假设其反面为“至多存在（n-1）个”。

四、唯一性命题
例6：求证：过直线外一点有且只有一条直线与已知直线平行。
[image: image52.emf]�

P

� D �

C

�

B �

A

�

O

证明：如图：已知直线a,点A为直线外一点，假设过点A不止有一条直线与直线a平行，不妨设两条不同直线b,c过点A且均与直线a平行。即b//a,c//a且直线b,c相交于点A。由平行的传递性可知b//c，与直线b,
c相交于点A矛盾。所以原命题成立.
点评：这类命题的结论通常以“只有一个”、“唯一”、“共点”、“共线”等形式出现，假设其反面就是“不止一个”。
五、无限性命题及正面处理较困难的命题
例7：求证：方程
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证明：假设该方程有
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个解，按照
[image: image35.wmf]x

的逐步增大，分别记为
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代入方程可知，
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也为方程的一个解，但这个解不包含在假设的
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个解中，产生矛盾。所以原命题成立。
点评：无限性命题的结论通常以“无穷”、“任意”、“所有”等形式出现。一般假设的反面为“有限”、“存在某一个”。
例8、已知，p，q∈R’且
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证明 ：假设
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点评：这类命题从正面下手比较难以分析，不容易突破，而其反面的否定却容易分析并解决问题。
从上述几个例题的讲解不难发现，我们利用反证法解题时一定要把握好反设这一关，在正确反设的基础上，还要注意从反设的结论出发进行归谬，从而完成证题。
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